
GMM e Análise Longitudinal
(rascunho de notas de aula)

Victor Gomes

Universidade de Brasilia

15/04/2019

1



GMM

• Hipótese mais importante de OLS: ortogonalidade entre termo

de erro e regressores. Sem essa hipótese OLS não é nem

mesmo consistente.

• Em diversas aplicações em economia não garantimos a condição

de ortogonalidade. Estimação por GMM é fundamental e

(quase) obrigatória.

• GMM inclui como casos especiais OLS, IV, regressão multi-

variada e 2SLS.
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Viés de Endogeneidade

• Clássico exemplo de Working (1927)

• Exemplo para mercado intermediário de café - commodity

• Modelo simples de oferta e demanda

qdi = α0 + α1pi + ui (1)

qsi = β0 + β1pi + vi (2)

qdi = qsi (3)

• q = quantidade, p = preço. Indicadoras são: tempo i, de-
manda d, e oferta s. u é o termo de erro da demanda e v o
termo de erro da oferta.
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Viés de Endogeneidade

• Vamos assumir E(ui) = 0 e E(vi) = 0, e por simplicidade,

Cov(ui, vi) = 0.

• Fazendo qdi = qsi = qi, temos:

qi = α0 + α1pi + ui (4)

qi = β0 + β1pi + vi (5)
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Viés de Endogeneidade

• Dissemos que um regressor é endógeno se ele não é prede-

terminado, i.e. não é ortogonal ao erro.

• Em nosso caso, pi é endógeno em ambas as equações:

pi =
β0 − α0

α1 − β1
+

vi − ui
α1 − β1

(6)

qi =
α1β0 − α0β1

α1 − β1
+
α1vi − β1ui
α1 − β1

(7)
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Viés de Endogeneidade

• Desse sistema de equações podemos calcular a covariância

de pi:

Cov(pi, ui) =
−Var(ui)

α1 − β1
, Cov(pi, ui) =

−Var(vi)

α1 − β1
(8)

• Observe que as covariâncias não são zero. Nesse caso a

endogeneidade é resultado do equiĺıbrio de mercado.
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Viés de Endogeneidade

• Quando rodados uma regressão de quantidade contra preço
e uma constante, estamos estimando a oferta ou demanda?
Como preço é endógeno em ambas equações a resposta não
é clara.

• Da projeção do OLS sabemos que:

plim da estimativa de OLS de pi =
Cov(pi, qi)

Var(pi)
(9)

• Para explicitar o efeito-preço na curva de demanda use qi =
α0 + α1pi + ui e faça:

Cov(pi, qi) = α1Var(pi) + Cov(pi, ui) (10)
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Viés de Endogeneidade

• Substituindo (10) em (9), temos o viés assintótico para α1:

plim da estimativa de OLS de pi − α1 =
Cov(pi, ui)

Var(pi)
(11)

• Similarmente o viés assintótico para β1 é dado por:

plim da estimativa de OLS de pi − β1 =
Cov(pi, vi)

Var(pi)
(12)

• Então como a covariância não é zero, a estimativa OLS não

é consistente para α1 e para β1.
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Viés de Endogeneidade

• Isto é conhecido como viés de endogeneidade.

• Porque o erro e o regressor são relacionados por meio de

um sistema de equações simultâneas, esse viés também é

conhecido como viés de equações simultâneas ou viés de

simultaniedade.

• Sem viés o plim da estimativa OLS do coeficiente de preço

seria:

=
α1Var(vi) + β1Var(ui)

Var(vi) + Var(ui)
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Mudanças na oferta

• Como identificar se as mudanças nos preços são devido a
alterações na curva de oferta ou na demanda?

• Suponha que uma mudança na oferta vi possa ser divida
em um fator observável xi e em um fator não observável ζi
não-correlacionado com xi. Assim:

qi = β0 + β1pi + β2xi + ζi com β2 6= 0 (13)

• Imagine que esta variável xi que provoca mudanças na curva
de oferta é predeterminada (i.e. não-correlacionada com o
termo do erro)

10



Mudanças na oferta

• Na equação em questão, uma variável predeterminada que

é correlacionada com o regressor endógeno é chamada de

variável instrumental ou um instrumento. Em nosso exem-

plo, o deslocador da curva de oferta xi pode servir como um

instrumento para a equação de demanda.

• Usando equação (13) e (7) temos:

pi =
β0 − α0

α1 − β1
+

β2

α1 − β1
xi +

ζi − ui
α1 − β1

(14)

qi =
α1β0 − α0β1

α1 − β1
+

α1β2

α1 − β1
xi +

α1ζi − β1ui
α1 − β1

(15)
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Mudanças na oferta: condições do instrumento

• Como Cov(xi, ζi) = 0 por construção e Cov(xi, ui) = 0 por

hipótese (no momento).

• A partir da equação pi = β0−α0
α1−β1

+ β2
α1−β1

xi + ζi−ui
α1−β1

Cov(xi, pi) =
β2

α1 − β1
Var(xi) 6= 0 (16)

• Estas são as condições de validade de um instrumento
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Mudanças na oferta

• Com um instrumento válido podemos estimar α1 consisten-

temente.

• Usando a curva de demanda podemos calcular Cov(xi, qi):

Cov(xi, qi) = α1Cov(xi, pi) + Cov(xi, ui) = α1Cov(xi, pi)

dado que Cov(xi, ui) = 0.
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Mudanças na oferta

• Dividindo ambos os lados por Cov(xi, pi), temos

α1 =
Cov(xi, qi)

Cov(xi, pi)

Assim um estimador natural de α1 é:

α̂1,IV =
covariancia amostral entre xi e qi
covariancia amostral entre xi e pi

• Este é o estimador de variável instrumental (IV) com xi como

instrumento.

14



2SLS

• Outro estimador popular é o de ḿınimos quadrados de dois

estágios (2SLS).

• (Estágio 1) regressão de pi contra xi

• (Estágio 2) regressão de qi contra p̂i (onde p̂i é o valor predito

no primeiro estágio).

• Então o estimador 2SLS pode ser escrito da seguinte forma:

α̂1,2SLS =
covariancia amostral entre p̂i e qi

variância amostral de p̂i
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• Para relacionar a equação de demanda com o 2SLS:

qi = α0 + α1p̂i + [ui + α1(pi − p̂i)]

A estimativa de α1 é consistente pela seguinte razão: se o

valor previsto p̂ é exatamente igual a projeção de ḿınimos

quadrados Ê∗(p|1, x), então nem ui nem (pi − p̂i) devem ser

correlacionados com p̂i. ui não é correlacionado porque não

é correlacionado com xi e p̂i é uma função linear de xi e (pi−
p̂i) é não correlacionado porque é uma projeção de ḿınimos

quadrados do erro. Esses resultados valem quando N →∞

• No caso destes exemplos os estimadores IV e 2SLS são os

numericamente os mesmos. O estimador IV é um caso de

GMM.



Exemplos: Modelo Macro

• Modelo de consumo de Haavelmo (1943)

Ci = αo + α1Yi + ui (17)

Yi = Ci + Ii (18)

• Variáveis: Ci consumo agregado; Yi é PNB; αi é a propensão
marginal a consumir (0 < α1 < 1).

• GNP em equiĺıbrio é:

Yi =
α0

1− α1
+

Ii
1− αi

+
ui

1− αi
(19)
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Exemplos: Modelo Macro

• Se o investimento é predeterminado, i.e., Cov(Ii, ui) = 0

segue que

Cov(Yi, ui) =
V ar(ui)

1− αi
> 0

Cov(Yi, Ii) =
V ar(Ii)

1− αi
> 0

• Nesse caso, Yi é endógena por meio da função consumo.

O investimento é um instrumento válido para o regressor

endógeno.
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• O plim da estimativa de OLS da equação de consumo é

assintoticamente viesado:

plimα̂1,OLS − α1 =
Cov(Yi, ui)

Var(Yi)
=

1− α1

1 + V ar(Ii)
V ar(ui)

> 0

• O viés assintótico pode ser corrigido pelo uso do investimento

como instrumento para a renda. Aqui se usa o mesmo papel

do descolador de oferta no exemplo de Working.



Exemplos: Função de Produção

• Em muitas aplicações é comum se aplicar uma hipótese sobre

a estrutura de informação. Neste exemplo, a idéia fundamen-

tal é que a empresa possui mais informações do que o econo-

mista. Portanto, o que não é conhecido quando estimamos

um modelo pode ser conhecido no mercado.

• A endogeneidade surge quando regressores são decisões re-

alizadas pelo agente com base em fatores que não são ob-

serváveis por quem estima.
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Exemplos: Função de Produção

• Suponha uma amostra cross-section onde firmas escolhem

o insumo trabalho para maximizar seus lucros. A função de

produção para a firm i é:

Qi = Ai(Li)
φ1 exp(vi),0 < φ1 < 1 (20)

• Tal que Qi é o produto, Li é o trabalho contratado, Ai é o

ńıvel de eficiência da conhecido pela firma, e vi é o choque

tecnológico. Em contrate a Ai, vi não é observado pela

firma quando ela escolhe Li. Nem Ai nem vi é observável

pelo econometrista.
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• Assuma que B = E[exp(vi)] é o mesmo para todas as firmas
(ver hipóteses no texto). O ńıvel de produto que as firmas
esperam quando escolhem Li é

Ai(Li)
φ1B

• Assuma indústria competitiva. Então p (preço de Qi) e w

(salário) são constantes entre as firmas i. O objetivo da
firma é maximizar lucros

max
Li

{
pAi(Li)

φ1B − wLi
}

solucionando para Li temos:

Li =

(
w

p

) 1
φ1−1

(AiBφ1)
1

1−φ1



Exemplos: Função de Produção - Viés

• Faça ui ser o desvio da firma i da média do log da eficiência:

ui = log(Ai) − E[log(Ai)]. Faça φ0 = E[log(Ai)] (E(ui) =

0eAi = exp(φ0 + ui)). As equações para estimação são as

seguintes:

log(Qi) = φ0 + φ1 log(Li) + (vi + ui) (21)

log(Li) = β0 +
1

1− φ1
ui (22)

tal que β0 = 1
φ1−1[log(w/p)− φ0 − log(φ1B)]

• A estimativa OLS de φ1 é viesada. Isto ocorre porque Li é um

regressor endógeno que é relacionado com o termo de erro
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(vi+ui) por meio de ui. Este exemplo ilustra outra fonte de

endogeneidade: a variável escolhida pelo agente possui um

termo de erro que não é conhecido pelo econometrista.



Formulação Geral

Hip. 3.1 (linearidade): yi = z′iδ + εi (i = 1,2,...). z é o
vetor de regressores, δ é o vetor dos coeficientes (L× 1).

Hip. 3.2 (estacionaridade ergódica): Seja xi o vetor dos ins-
trumentos (dimensão K), e faça wi serem os elementos
únicos e não-constantes de (yi, zi,xi). {wi} é conjuntamente
estacionária e ergódica.

Hip. 3.3 (regressores pré-determinados): Todas as variáveis
em xi são pré-determinadas no sentido de que todas são
ortogonais ao erro: E(xikεi) = 0 para todo i e k(= 1,2, ...,K).

Ou seja: E[xi(yi − z′iδ)] = 0 ou E(gi) = 0, tal que gi ≡ xiεi.
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Formulação Geral

Exemplo 3.2 (equação de salário): Considere a seguinte equação
de salário:

logWi = δ1 + δ2Si + δ3EXPRi + δ4IQi + εi,

Então

yi = logWi, L = 4,

zi =


1
Si

EXPRi
IQi

 ,K = 5,xi =


1
Si

EXPRi
AGEi
MEDi

 ,wi =



logWi
Si

EXPRi
IQi
AGEi
MEDi
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Identificação

Um instrumento deve ser predeterminado e correlacionado com

os regressores.

Hipótese 3.4 (condição de posto para identificação): A ma-

triz E(xiz
′
i) é posto-completo. Representamos por Σxz

Para enfatizar a dependência de gi ≡ xiεi sobre o vetor de

parâmetros e os dados escrevemos gi como gi(wi; δ) = E[xi(yi−
z′iδ)] = 0. Deste modo a condição de ortogonalidade é rescrita

como:

gi(wi; δ) = 0 (23)
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Agora faça δ̃(L×1) ser um valor hipotético de δ e considere o sis-

tema de K equações simultâneas em L incognitas (os elementos

do valor hipotético):

gi(wi; δ̃) = 0 (24)

As condições de ortogonalidade (23) implicam que os valores do

vetor de coeficientes δ são uma solução para o sistema (24) de

K equações simultâneas. As quatro hipóteses GMM garatem

que existe solução para o sistema de equações simultâneas.

Dizemos que o vetor de coeficientes é identificado se δ̃ = δ é a

única solução.

(24) é um sistema de K equações lineares:

E(xiyi)− E(xiz
′
i)δ̃ = 0 (25)



ou

Σxz
(K×L)

δ̃
(L×1)

= σxy
(K×1)

(26)

tal que

Σxz = E(xiz
′
i); σxy = E(xiyi)

δ̃ = δ é a única solução para o sistema se e somente se Σxz é

posto completo (que é a condição da hipótese 3.4).



Condição de Ordem para Identificação

Como o posto de Σxz < L se K < L, uma condição para

identificação é que

K(# variáveis predeterminadas) ≥ L(# regressores) (27)

Esta condição possui como equivalentes:

• # condições de ortogonalidade ≥ # parametros

• # variáveis predeterminadas exclúıdas da equação ≥ #

regressores endógenos
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Taxonomia para Identificação

A equação pode ser:

Sobreidentificada condição de ordem é satisfeita com K > L

Exatamente identificada quando a condição de ordem é satis-

feita com K = L

Subidentificada a condição de ordem não é satisfeita, K < L
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Normalidade Assintótica

Hipótese 3.5 (gi é um mds com segundos momentos fi-

nitos): Faça gi = xiεi. {gi} é uma sequência martingale

diferença (E(gi) = 0). A matriz dos momentos cruzados

(K × K), E(gig
′
i), é não-singular. Usamos S para Avar(ḡ).

Pela Hip. 3.2 e pelo teorema do limite central (ergódico

diferença martingale estacionário), S = E(gig
′
i).
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Normalidade Assintótica

• Se os instrumentos incluem uma constante, então esta hipótese

implica que o termo de erro é uma sequência martingale em

diferenças.

• Uma condição suficiente:

E(εi | εi−1, ..., ε1,xi,xi−1, ...,x1) = 0

o que significa que o termo de erro é ortogonal não apenas

ao instrumento contemporaneamente mas a todos os instru-

mentos passados.
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• Como gig
′
i = ε2

i xix
′
i, S é uma matriz de quarto momentos.

A estimativa consistente de S irá requerer uma hipótese de

quarto momento (3.6).

• Se {gi} é seriamente correlacionado, então S não é igual a

E(gig
′
i) e será necessária uma forma mais complicada para

estimação.



Definição GMM

• As condições de ortogonalidade afirmam que um conjunto de

momentos da população são todos iguais a zero – E[g(wi; δ)].

• O prinćıpio básico do método dos momentos é escolher uma

estimativa dos parâmetros tal que corresponda aos momen-

tos amostrais que também são iguais a zero.

gn(δ̃) ≡
1

n

n∑
i=1

g(wi; δ̃)
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Definição GMM

• Aplicando o prinćıpio do método dos momentos, devemos es-

colher o δ̃ que soluciona o sistema de K equações simultâneas

e L incógnitas: gn(δ̃) = 0.

• Como o sistema é linear podemos escrever:

gn(δ̃) =
1

n

n∑
i=1

xi(yi − z′iδ̃) =
1

n

n∑
i=1

xiyi −

1

n

n∑
i=1

xiz
′
i

 δ̃ (28)

gn(δ̃) = sxy − Sxzδ̃ (29)

sxy =
1

n

n∑
i=1

xiyi e Sxz =
1

n

n∑
i=1

xiz
′
i
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• O análogo amostral de gn(δ̃) = 0 é um sistema de K equações

lineares com L incógnitas:

Sxzδ̃ = sxy (30)

• Se K > L então o sistema pode não ter uma solução. A

extensão do método dos momentos que lida com este caso

é o GMM.



Método dos Momentos

• Pela hip. 3.2, Sxz converge para Σxz – Sxz é inverśıvel em

amostras grandes.

• Então, quando possúımos amostras grandes o sistema tem

solução:

δ̃IV = S−1
xz sxy (31)

Este é o estimador de variáveis intrumentais (IV) para xi
servindo como instrumento.
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Método dos Momentos

• Se zi = xi então todos os regressores são pré-determinados,

então δ̃IV se reduz ao estimador OLS. Portanto, a estimação

OLS é um estimador do método dos momentos.
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Método dos Momentos Generalizado

• Se a equação é sobre-identificada (K > L) então não pode-
mos escolher em geral um δ̃ que satisfaça as K equações do
sistema em questão.

• Podemos então escolher um δ̃ tal que gn(δ̃) seja o mais perto
de 0.

• Para definir “perto”, determinamos a distância entre dois
vetores quaisquer (dimensão K) ξ e η pela forma quadrática

(ξ − η)′Ŵ (ξ − η)

Ŵ é uma matriz simétrica e positiva definida que define a
distância.
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Método dos Momentos Generalizado

Definição 3.1 (Estimador GMM) Faça Ŵ ser uma matriz simétrica

e positiva definida, dependente da amostra, tal que Ŵ →pW

a medida que n → ∞, com W simétrica e positiva definida.

O estimador GMM de δ, representado por δ̂(Ŵ ), é

δ̂(Ŵ ) ≡ argmin
δ̃

J(δ̃, Ŵ )

onde

J(δ̃, Ŵ ) ≡ n
[
gn(δ̃)′Ŵgn(δ̃)

]
.
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Método dos Momentos Generalizado

• Como gn(δ̃) é linear em δ̃, a função objetivo é quadrática em
δ̃ quando a equação é linear:

J(δ̃, Ŵ ) ≡ n(sxy − Sxzδ̃)′Ŵ (sxy − Sxzδ̃) (32)

A FOC com respeito a δ̃ é:

S′xzŴsxy = S′xzŴSxzδ̃

• Como Ŵ é positiva semidefinida a matriz (L× L) S′xzŴsxy
é não singular. A única solução pode ser obtida multipli-
cando ambos os lados por pela inversa de S′xzŴsxy. A única
solução forma o estimador GMM:

estimador GMM: δ̂(Ŵ ) = (S′xzŴSxz)−1S′xzŴsxy (33)
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• Se K = L, então Sxz é uma matriz quadrática e o estimador

GMM se reduz ao estimador IV.



GMM: Sampling Error

Multiple ambos os lados por da equação de estimação yi = z′iδ+

εi por e tomando as médias se tem:

sxy = Sxzδ + ĝ (34)

tal que

ĝ =
1

n

n∑
i=1

xiεi =
1

n

n∑
i=1

g(wi; δ) = gn(δ)

Substituindo (34) na equação do estimador GMM (33):

δ̂(Ŵ )− δ = (S′xzŴSxz)−1S′xzŴ ĝ (35)
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Distribuição assintótica do estimador GMM

Proposição 3.1 (distribuição assintótica do estimador GMM):

(a) (Consistência) Sob as hipóteses 3.1-3.4, plimn→∞δ̂(Ŵ ) =
δ.

(b) (Normalidade assintótica) Se a hipótese 3.3 é expandida
como a hipótese 3.5, então
√
n(δ̂(Ŵ )−δ)→d N(0,Avar(δ̂(Ŵ )) a medida que n→∞,

tal que

Avar(δ̂(Ŵ)) = (Σ′xzWΣxz)−1Σ′xzWSWΣxz(Σ′xzWΣxz)−1

sendo que Σxz ≡ E(xiz
′
i),S = E(gig

′
i),W ≡ plimŴ .
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Distribuição assintótica do estimador GMM

Proposição 3.1 (distribuição assintótica do estimador GMM):

(c) (Consistência da estimativa de Avar(δ̂(Ŵ ))) Suponha que

é dispońıvel um estimador consistente, Ŝ, de S(K × K).

Então, sob a hipótese 3.2, Avar(δ̂(Ŵ )) é consistente-

mente estimada por

̂Avar(δ̂(Ŵ )) = (S′xzŴSxz)−1S′xzŴ ŜŴSxz(S′xzŴSxz)−1,

tal que Sxx é a média amostral de xix
′
i:

Sxx ≡
1

n

n∑
i=1

xix
′
i =

1

n
XX ′
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Distribuição assintótica do estimador GMM

Proposição 3.2 (estimação consistente da variância do erro):

Para qualquer estimador consistente, δ̂, de δ, defina ε̂i ≡
yi − z′iδ̂. Sob as hipóteses 3.1, 3.2, mais a hipótese que

E(ziz
′
i) existe e é finita,

1

n

n∑
i=1

ε̂2
i →p E(ε̂2

i )

dado que E(ε̂2
i ) existe e é finito.
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Teste de Hipótese

Proposição 3.3 (razão t robusta e estat́ıstica de Wald): Su-

ponha que as hipóteses 3.1-3.5 valem, e suponha que é dis-

pońıvel uma estimativa consistente Ŝ de S. Faça

̂Avar(δ̂(Ŵ )) = (S′xzŴSxz)−1S′xzŴ ŜŴSxz(S′xzŴSxz)−1,

Então

(a) Sob a hipótese nula H0 : δ` = δ̄`,

t` ≡
√
n(δ̂`(Ŵ )− δ̄`)√
( ̂Avar(δ̂(Ŵ ))``

=
δ̂`(Ŵ )− δ̄`)

SE∗`
→d N(0,1).
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tal que
(

̂Avar(δ̂(Ŵ ))
)
``

é o elemento (``) da ̂Avar(δ̂(Ŵ )))

e

SE∗` ≡
√

1

n
( ̂Avar(δ̂(Ŵ ))``

(b) Sob a hipótese nula H0 : Rδ = r tal que #r é o número

de restrições e R(#r × L) é posto completo em linha,

W ≡ n.(Rδ̂(Ŵ )−r)′{R[ ̂Avar(δ̂(Ŵ ))]R′}−1(Rδ̂(̂W )−r)→d χ
2(#r).

(c) Sob a hipótese nula H0 : a(δ) = 0 tal que A(δ), a matriz

(#a × L) de primeira derivada de a(δ) é cont́ınua e de

posto completo,

W ≡ n.a(δ̂(Ŵ ))′{A(δ̂(Ŵ ))[ ̂Avar(δ̂(Ŵ ))]A(δ̂(Ŵ ))′}−1(aδ̂(Ŵ ))→d χ
2(#a).



Restrições: H0 : Rδ = r, exemplo: R =
[
Iq0q×(k+1−q)

]
e

r = 0q (veja Stock e Watson, p. 760).



Estimativa de S

• Vimos anteriormente que uma estimativa consistente era

Ŝ ≡
1

n

n∑
i=1

ε̂2
i xix

′
i

tal que ε̂i = yi − z′δ̂.
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Estimando S consistentemente

Generalização da hip. 2.6.

Hipótese 3.6 (quarto momento finito): E[(xikzi`)
2] existe e é

finito para todo k, j = (1,2, ...,K), e `(= 1, ..., L).
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Estimando S consistentemente

Proposição 3.4 (estimativa consistente de S): Suponha o co-

eficiente estimado δ̂ usado para calcular o reśıduo ε̂i para Ŝ

de (1/n)
∑n
i=1 ε̂

2
i xix

′
i, e suponha que S = E(gig

′
i) exista e é

finito. Então, sob as hips 3.1, 3.2 e 3.6, Ŝ é consistente para

S.
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Estimador eficiente GMM

Proposição 3.5 (escolha ótima da matriz Ŵ ): Um limite in-

ferior para a variância assintótica dos estimadores GMM, in-

dexados por Ŵ , é dado por (Σ′xzS
−1Σxz)−1. Esse limite

inferior é alcançado se Ŵ é tal que Ŵ (≡ plimŴ ) = S−1.

Portanto, o estimador GMM eficiente é aquele que satisfaz

plimŴ = S−1.

Simplesmente substituindo Ŵ por ˆS−1 (que é consistenta para

S−1) nas fórmulas da Proposição 3.1 obtemos:

estimador GMM: δ̂(Ŝ−1) = (S′xzŜ
−1Sxz)−1S′xzŜ

−1sxy (36)
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Avar(δ̂(Ŝ−1)) = (Σ′xzS
−1Σxz)−1 (37)

̂Avar(δ̂(Ŝ−1)) = (S′xzŜ
−1Sxz)−1 (38)

Com Ŵ = S−1, as fórmulas para o teste t robusto e estat́ıstica

de Wald da Proposição 3.3 passa a ser:

t` =
δ̂`(Ŝ

−1)− δ̄`)
SE∗`

(39)

o SE∗` é o erro-robusto dado por

SE∗` =

√
1

n
((S′xzŜ

−1Sxz)−1)``

W = n.a(δ̂(Ŝ−1))′{A(δ̂(Ŝ−1))(S′xzŜ
−1Sxz)−1A(δ̂(Ŝ−1))′}−1(aδ̂(Ŝ−1))

(40)



Estimador GMM eficiente

• Para se calcular um estimador GMM eficiente precisamos de

uma estimativa consistente de Ŝ.

• A proposição 3.4 garante que Ŝ baseado em qualquer esti-

mador consistente de δ é consistente para S.
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Estimador GMM eficiente

• Procedimento de dois estágios de estimador GMM eficiente.

1. Escolha uma matriz Ŵ que converge em probabilidade

para uma matriz simétrica positiva definda, e minimize

J(δ̃, Ŵ ) sobre δ̃ para obter δ̃(Ŵ ). Usualmente fazemos

Ŵ = S−1
xx . Esse estimador é o conhecido método de

ḿınimos quadrados de dois estágios (2SLS). Use isto para

calcular o reśıduo ε̂ e obter um estimador consistente Ŝ

de S.

2. Minimize J(δ̃, Ŝ−1) sobre δ̃. O minimizador é o estimador

GMM eficiente.
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Teste de Hansen de Restrições Sobre-identificadoras (Han-

sen, 1982)

Quando a equação é sobre-identificada então a distância J(δ̃, Ŵ ) ≡
n
[
gn(δ̃)′Ŵgn(δ̃)

]
(ver Definição 3.1) não é exatamente zero. Se

a matriz de pesos Ŵ é escolhida otimamente então plimŴ =

S−1, assim a distância minimizada é assintóticamente qui-quadrada.

Proposição 3.6 (Teste de Hansen de sobre-identificação de

restrições:) Suponha que dispońıvel um estimador consis-

tente de S, Ŝ(= E(gig
′
i)). Sob as hipóteses 3.1-3.5,

J(δ̂(Ŝ−1), Ŝ−1) = n.gn(δ̂(Ŝ−1))′Ŝ−1gn(δ̂(Ŝ−1))→d χ
2(K−L).

(41)
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Comentários:

• Este é um teste de especificação: se todas as restrições do
modelo são satisfeitas. Se a estat́ıstica J é grande signi-
fica que tanto as condições de ortogonalidade e/ou outras
hipóteses são falsas. Apenas quando temos confiança nas
outras hipóteses podemos interpretar a estat́ıstica J grande
como evidência para endogeneidade de algum dos K instru-
mento incluidos em xi.

• O teste não é consistente contra algumas falhas das condições
de ortogonalidade.

• Existem preocupações quanto a aplicação do teste para amos-
tras pequenas.



Testando subconjuntos para condições de ortogonalidade

Suponha que podemos dividir os K instrumentos em dois grupos:

1. o vetor xi1 de K1 instrumentos confiáveis e,

2. o vetor xi2 dos demais instrumentos K −K1 que podem ser

suspeitos de violar a hipótese de ortogonalidade.

Como a ordenação dos instrumentos não muda os valores da

estimação e das estat́ısticas de teste, podemos assumir que os

últimos K elementos de xi são os suspeitos:
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xi =

[
xi1
xi2

]
} K1 linhas
} K −K1 linhas

A parte do modelo que queremos testar é:

E(xi2εi) = 0 (42)

Esta restrição é testável se existe ao menos instrumentos não

suspeitos quanto os coeficientes: K1 ≥ L.

A idéia é comparar duas estat́ısticas J de duas estimativas GMM

do mesmo coeficiente δ: uma usando o subconjunto de instru-

mentos xi1 e outra utilizando todos os instrumentos xi. Se a

inclusão dos instrumentos eleva a estat́ıstica J então existe uma

boa razão para duvidar da predeterminação dos xi2.



De acordo com as particições de xi1 as condições de ortogona-
lidade podem ser escritas assim:

gn(δ̃)
(K×1)

=


g1n(δ̃)
(K1×1)

g2n(δ̃)
((K−K1)×1)

 , S
(K×K)

=

[
S11 S12
S21 S22

]
(43)

tal que S11 = E(ε2
i xi1x

′
i1), etc.

Proposição 3.7 (Testando um subconjunto de condições
de ortogonalidade:) Suponha que as hipóteses 3.1-3.5 va-
lem. Faça xi ser um subvetor de xi, e expanda a hipótese 3.4
pelo requerimento da condição do posto para identificação
seja satisfeita para xi1. Então para qualquer estimador con-
sistente Ŝ de S e Ŝ11 de S11,

C ≡ J − J1 →d χ
2(K −K1).



Exemplo 3.3 (testando o quanto escolaridade é predeterminado
na equação salarial) Na equação salarial do exemplo 3.2, su-
ponha que escolaridade Si é suspeita de ser endógena. Para
testar esta situação faça:

xi1 =


1

EXPRi
AGEi
MEDi

 , xi2 = [Si]

O vetor de regressores zi é o mesmo. O primeiro passo é
estimar δ pelo GMM eficientes de duas etapas com xi =
[xi1xi2]′ como instrumentos. Isto produz J e a matriz (5×5)
Ŝ. Utilize a matriz Ŝ da primeira estimação para formas
a matriz S11 e estime os mesmos coeficientes δ por GMM
(usando xi1 e Ŝ11 ). A diferença das estat́ısticas J deve ser
assintóticamente χ2(1).
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Teste de Hipótese por Prinćıpio Razão da Verosimilhança

(LR)

Na seção 3.5 foi derivada as estat́ısticas de teste chi-quadrada

para as hipóteses nula H0 : a(δ) = 0 pelo prinćıpio de Wald.

Aqui é feito o mesmo pelo prinćıpio LR: examina a diferença na

função objetivo com e sem a imposição da hipótese nula.

Na estimativa GMM eficiente a função objetivo é J(δ̃, Ŝ−1) para

uma estimativa consistente Ŝ de S.

Estimador GMM eficiente restrito

δ̄(Ŝ−1) ≡ argmin
δ̃

J(δ̃, Ŝ−1) s.t. H0 (44)
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O prinćıpio LR sugere que

LR ≡ J(δ̄(Ŝ−1), Ŝ−1)− J(δ̂(Ŝ−1), Ŝ−1) (45)

deve ser assintoticamente χ-quadrado.

Proposição 3.8 (estat́ıstica de teste pelo prinćıpio LR): Suponha
que as Hipóteses 3.1-3.5 valem e suponha que seja dispońıvel
um estimador consistente Ŝ de S(= E(gig

′
i)). Considere

a hipótese nula de #a restrições H0 : a(δ) = 0 tal que
A(δ) = 0, a matriz (#a × L) das primeiras derivadas, é
cont́ınua e de posto completo. Defina duas estat́ısticas, W e
LR, por (40) e (45) , respectivamente. Então, sob a hipótese
nula, o seguinte vale:

(a) As duas estatisticas são assintoticamente equivalentes –
as distribuições assintóticas são as mesmas (χ2(#a)).



(b) As duas estat́ısticas são assintoticamente equivalentes

no sentido mais forte que suas diferenças numéricas con-

vergem em probabilidade para zero: LR−W →p 0.

(c) Além disso, se a hipótese é linear tal que as restrições po-

dem ser escritas como Rδ = r, então as duas estat́ısticas

são numericamente iguais.



Teste de Hipótese por Prinćıpio Razão da Verosimilhança

(LR)

• A vantagem da LR sobre W é invariante: o valor numérico da

LR não depende de como as restrições são representadas por

a(·). Quando a hipótese é não linear é necessário escrever

um programa para o teste.

• Proposição 3.8 requer que a matriz de distância Ŵ satisfaça

a condição plimŴ = S−1. Caso contrário LR não é es-

tatisticamente χ-quadrado. (A estatistica de Wald é as-

sintoticamente χ-quadrado sem satisfazer esta condição de

eficiência).
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• A mesma estimativa de S deve ser usada para calcular a LR

(os dois J).

• Para existir equivalência numérica, LR = W , no caso linear

então a mesma estimativa Ŝ deve ser a mesma para am-

bos. Caso contrário, LR e W são apenas assintoticamente

equivalentes.



Teste de Hipótese por Prinćıpio Razão da Verosimilhança
(LR)

Estat́ıstica LR para OLS: OLS é caso especial de GMM. A
estat́ıstica LR pode ser escrita da seguinte forma: em OLS
fazemos xi = zi, então o modelo GMM eficiente irrestrito é
OLS e J(δ̂(Ŝ−1), Ŝ−1) = 0. Portanto,

LR = J(δ̄(Ŝ−1), Ŝ−1) (46)

Aqui δ̄(Ŝ−1) é o estimador GMM eficiente restrito.

Pela Proposição 3.8 esta estat́ıstica é assintoticamente χ-
quadrada e é numericamente igual a estat́ıstica de Wald se a
hipótese nula é linear. (Assumindo homocedasticidade con-
dicional a LR é a diferença na soma do quadrado dos reśıduos
normalizado pela variância do erro).
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Implicações da Homocedasticidade Condicional

A análise anterior não assume homocedasticidade. Esta análise
é apresentada na seção 3.8 do livro de Hayashi como caso par-
ticular de GMM.

Hipótese 3.7 (homocedasticidade condicional:)

E(ε2
i | xi) = σ2

• Nesse caso, a matriz do quarto momento é S = E(gig
′
i) =

E(ε2
i xix

′
i) pode ser escrito como o produto de segundos mo-

mentos:

S = σ2Σxx (47)

tal que Σxx = E(xix
′
i).
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Implicações da Homocedasticidade Condicional

• Como S é não singular pela hipótese 3.5 isso implica que

σ2 > 0 e Σxx é não-singular.

• Para este caso, o estimador de S é:

Ŝ = σ̂21

n

n∑
i=1

xix
′
i = σ̂2Sxx (48)

Aqui σ̂2 é um estimador consistente a ser especificado depois.

Por estacionariedade ergódica Sxx →a.s. Σxx. Dado um σ̂2,

não precisamos da Hip. 3.6 do quarto momento para Ŝ ser

consistente.
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Implicações da Homocedasticidade Condicional Com hom-
cedasticidade condicional simplesmente vários resultados podem
ser simplificados com a substituição de S por σ̂2Sxx e a expressão
Ŝ de (1/n)

∑n
i=1 ε̂

2
i xix

′
i por Ŝ em (48). As simplificações são as

seguintes:

• O estimador GMM eficiente se torna 2SLS:

δ̃(Ŝ−1) = [S′xz(σ̂
2Sxx)−1Sxz]S

′
xz(σ̂

2Sxx)−1sxy

= [S′xzS
−1
xx Sxz]S

′
xzS
−1
xx sxy

= δ̃(S−1
xx ) ≡ δ̃2SLS (49)

• Sob homocedasticidade condicional, não há necessidade do
primeiro passo do estimador GMM porque o segundo passo se
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reduz ao estimador GMM com Sxx sendo usado para Ŝ. Este

estimador é chamado de Ḿınimo Quadrado de Dois-Estágios

(2SLS) – Proposto por Theil (1953).



Implicações da Homocedasticidade Condicional – Avar(δ̃2SLS)
Podemos calcular a Avar para o caso do 2SLS:

Avar(δ̃2SLS) = σ2(Σ′xzΣ
−1
xxΣxz)−1.

Um estimador natural para a Avar é:

̂Avar(δ̃2SLS) = σ̂2(S′xzS
−1
xxSxz)−1.

Para σ̂2, considere a variância amostral do reśıduo do 2SLS:

σ̂2 ≡
1

n

n∑
i=1

(yi − z′iδ̂2SLS)2.

Pela proposição 3.2, σ̂2 →p σ2 se E(ziz
′
i) existe é finito. Por-

tanto, se Ŝ é definida como (48) com este σ̂2 acima.

Substituindo (48) nas equações da razão t e da estat́ıstica de
Wald, se tem:
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t` =
δ̂2SLS,` − δ̄`

SE`
(50)

com

SE` ≡

√
σ̂2

n

(
(S′xzS

−1
xxSxz)−1

)
``

W = n.
a(δ̂2SLS)′

[
A(δ̂2SLS)′(S′xzS

−1
xxSxz)−1A(δ̂2SLS)′

]−1
a(δ̂2SLS)

σ̂2

(51)



Implicações da Homocedasticidade Condicional

• Quando Ŵ = (σ̂2Sxx)−1:

J(δ̃, (σ̂2Sxx)−1) = n
(sxy − Sxzδ̃)′S−1

xx (sxy − Sxzδ̃)
σ̂2

.

Para o estimador δ̃2SLS, a distância J é chamada de es-

tat́ıstica de Sargan (1958):

Estat́ıstica de Sargan = n
(sxy − Sxzδ̃2SLS)′S−1

xx (sxy − Sxzδ̃2SLS)

σ̂2
.
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2SLS

Proposição 3.9 (Propriedades assintóticas do 2SLS):

(a) Sob as hipóteses 3.1-3.4, o estimador 2SLS é consistente.

Se adicionamos a hipótese 3.5, o estimador é assinto-

ticamente normal com a variância assintótica dada por

Avar(δ̂2SLS) com W = (σ2Σxx)−1. Se a hip. 3.7 é adicio-

nada às hips. 3.1-3.5, então o estimador GMM é eficiente.

Além disso, se E(ziz
′
i), então:

(b) a variância assintótica é consistentemente estimada por

Avar(δ̃2SLS).
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(c) t` =
δ̂2SLS,`−δ̄`

SE`
→d N(0,1),

W = n
a(δ̂2SLS)′{A(δ̂2SLS)(S′xzS

−1
xxSxz)−1A(δ̂2SLS)′}−1a(δ̂2SLS)
σ̂2 →d

χ2(#r), e

(d) a estat́ıstica de Sargan →d χ
2(K − L).



GMM com múltiplas equações

Estimar mais de uma equação conjutamente por GMM.

O ”payoff”de dominar a estimação de múltiplas esquações é con-
siderável. Quando se assume homocedasticidade condicional, o
GMM se reduz ao ”full-information instrumental variable effici-
ent (FIVE) estimator”, que se reduz no 3SLS se o conjunto de
variáveis instrumentais é comum para todas as equações. Se as-
sumirmos que todos os regressores são predeterminados, 3SLS se
reduz no estimador SUR (seemingly unrelated regressions), que
por sua vez se reduz na regressão multivariada quando todas as
equações possuem os mesmos regressores.

Será mostrado que o sistema de múltiplas equações pode ser es-
crito como um sistema de equação com os coeficientes restritos
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a serem os mesmos entre equações. O estimador GMM para

este sistema é de novo um caso especial do GMM de equação

única. O estimador GMM quando todos os regressores são pre-

determinados e os erros são condicionalmente homocedásticos é

chamado do estimador de efeitos aleatórios (RE). Assim sendo,

SUR e RE são estimadores equivalentes.



GMM com múltiplas equações

Hip. 4.1 (linearidade): Existem M equações lineares:

yim = z′imδm + εim (i = 1,2, ...)(m = 1, ...,M).

z é o vetor de regressores, δ é o vetor dos coeficientes (L×
1). O modelo não faz hipóteses sobre a correlação entre os

erros das equações. Além disso, não há restrições sobre os

coeficientes de equações diferentes.

Hip. 4.2 (estacionaridade ergódica): Faça wi serem os ele-

mentos únicos e não-constantes de (yi1, ..., yiM , zi1, ..., ziM ,xi1, ...,xiM).

{wi} é conjuntamente estacionária e ergódica.
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Condições de ortogonalidade é o conjunto das condições de

ortogonalidade das condições individuais.

Hip. 4.3 (condições de ortogonalidade): Para cada equação

m, as Km variáveis em xim são pré-determinadas no sentido

de que todas são ortogonais ao erro: E(ximεim) = 0 para

todo i e m(= 1,2, ...,M). Ou seja, existem
∑
mKm condições

de ortogonalidade no total. Se nós definirmos

gi
(
∑M
m=1Km×1)

≡

 xi1.εi1
...

xiM .εiM

 . (52)

então todas as condições de ortogonalidade podem ser es-

critas compactamente como

E(gi) = 0 (53)



Não é assumido ortogonalidade cruzada. Por exemplo, xi1
não precisa ser ortogonal a εi2, embora tenha que ser a εi1.
Todavia, se a variável for inclúıda em ambos os vetores, então
a hipótese implica que a variável é ortogonal a ambos εi1 e
εi2.

Exemplo. Assuma
∑
mKm como 8(= 4 + 4) e gi é

gi =



εi1
Siεi1

EXPRiεi1
MEDiεi1

εi2
Siεi2

EXPRiεi2
MEDiεi2





Este é o caso pois xi1 e xi2 possuem o mesmo conjunto de

instrumentos, cada instrumento é ortogonal a εi1 e εi2.



Identificação

Com as condições de ortogonalidade podemos derivar as condições

de indentificação.

• Na versão de equação múltipla:

g(wi; δ) ≡

 xi1.(yi1 − z′i1δ1)
...

xiM .(yiM − z′iMδM)

 (54)

e δ sem o subescrito é o vetor ”empilhado”dos coeficientes:

δ = [δ1 . . . δM ]′.
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Identificação

• O vetor de coeficientes é identificado se δ̃ = δ é a única

solução para o sistema de equações:

E[g(wi; δ̃)] = 0. (55)

Nesse caso,

E[g(wi; δ̃)] = E(xi1.yi1)
...

E(xiM .yiM)

−
 E(xi1.z

′
i1)

. . .
E(xiM .z

′
iM)


 δ̃1

...
δ̃M


E[g(wi; δ̃)] ≡ σxy −Σxzδ̃.
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Logo, o sistema de equações determinando δ̃ pode ser escrito

como:

Σxzδ̃ = σxy. (56)



Identificação

• Uma condição para identificação é que Σxz tenha posto com-

pleto. Mas como esta matriz é bloco-diagonal, esta condição

é equivalente a:

Hipótese 4.4 (condição de posto para identificação): Para cada

m = 1, ...,M , a matriz E(ximz
′
im) é posto-completo (de or-

dem Km × Lm).
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Normalidade Assintótica

Hipótese 4.5 (gi é um mds com segundos momentos finitos):

{gi} é uma sequência diferença martingale conjunta. S =

E(gig
′
i) é não-singular.

• A matriz tem a seguinte estrutura:

S = E(gig
′
i)

(
∑M
m=1Km×

∑M
m=1Km)

= (57)

=

 E(εi1εi1xi1x
′
i1) . . . E(εi1εiMxi1x

′
iM)

... ...
E(εiMεi1xiMx

′
i1) . . . E(εiMεiMxiMx

′
iM)
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• Em suma, o modelo de múltiplas equações é um sistema onde

se aplicam todas as hipóteses que fizemos para o modelo de

equação simples, com a adição da estacionariedade conjunta.



Definição GMM

Definição como em única equação. Faça δ̃ ser um valor hi-
potético dos parâmetros verdadeiros δ e defina gn(δ̃). A de-
finição GMM é a mesma, mas a matriz de pesos Ŵ é agora
(
∑M
m=1Km ×

∑M
m=1Km). Agora podemos escrever a mesma de

definição de g para o análogo amostral:

gn (δ̃)
(
∑M
m=1Km×1

= (58)

=


1
n

∑n
i=1xi1(yi1 − z′i1δ̃1)

...
1
n

∑n
i=1xiM(yiM − z′iM δ̃M)


= sxy − Sxzδ̃
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Teoria para Amostras-Grandes

A teoria de amostras grandes é a mesma de GMM de única

equação. Apenas é realizada a substituição dos indicadores.

• (Teste de hipóteses) No caso presente de equações múltiplas,

δ é um vetor empilhado composto por coeficientes de equações

diferentes. As proposições 3.3 e 3.8 (testes t, W e LR) per-

mitem testar restrições entre equações.

• (Teste de restrições sobre-identificadas) O número de condições

de ortogonalidade é
∑M
m=1Km e o número de coeficientes é∑M

m=1Lm. Os graus de liberdade para a estat́ıstica J na Pro-

posição 3.6 são
∑M
m=1Km −

∑M
m=1Lm e para a estat́ıstica C
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na Proposição 3.7 são o total de instrumentos suspeitos de

diferentes equações.

Proposição 4.1 (estimação consistente do erro contemporâneo

dos momentos entre equações): Faça δ̂m ser um estima-

dor consistente de δm e faça ε̂im ≡ yim− z′imδ̂m ser o reśıduo

de m = 1,2, . . . ,M . Sob as hips 4.1 e 4.2, mais a hipótese de

que E(zimz
′
ih) existe e é finito para todo m, e h(= 1, . . . ,M),

σ̂mh →p σmh

tal que

σ̂mh =
1

n

n∑
i=1

ε̂imε̂
′
ih e σmh ≡ E(εimε

′
ih)



dado que E(εimε
′
ih) existe e é finito.

σ̂mh →p σmh (59)

tal que

σ̂mh ≡
1

n

n∑
i=1

ε̂imε̂ih e σmh ≡ E(εimεih)

dado que E(εimεih) existe e é finito.



Estimando S consistentemente

Hipótese 4.6 (quarto momento finito): E[(ximkzihj)
2] existe

e é finito para todo k, j = (1,2, ...,K), m e h(= 1, ...,M),

tal que ximk é o k-ésimo elemento de xim e zihj é o j-ésimo

elemento de zih.

Proposição 4.2 (estimação consistente de S, a variância assintótica de ḡ):

Faça δ̂m ser um estimador consistente de δm, e faça ε̂im ≡
yim−z′imδ̂m ser o reśıduo para m = 1, . . . ,M . Sob as hipóteses

4.1, 4.2 e 4.6, Ŝ é consistente para S. Tal que:

Ŝ =
1

n

n∑
i=1

ε̂imε̂imximx
′
im
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Se pelo menos uma das M equações é sobreidentificada então a
escolha de Ŵ afeta o valor do estimador GMM, quando compa-
rado com a alterativa de estimar cada M equação em separado.

Proposição 4.3 (equivalência entre estimação GMM simples e por múltipla equação): •
Se todas as equações são exatamente identificadas, então
a estimação GMM equação por equação e por múltiplas
equações são numericamente os mesmos e igual ao esti-
mador IV.

• Se ao menos uma equação é sobreidentificada mas a equação
e “não-relacionada”no sentindo de E(εimεih)ximx

′
ih = 0,

então a estimativa eficiente equação por equação e por
equação múltipla são assintoticamente equivalentes dado
que

√
n vezes a diferença converge em probabilidade para

zero.
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Homecedasticidade Condicional

Assumindo homocedasticidade condicional:

Hipótese 4.7 (homocedasticidade condicional:)

E(εimεih | xim,xih) = σmh

para todo m, h = 1,2, ...,M .

Portanto, os momentos cruzados condicionais E(εimεih é igual a
σmh pelo lei das expectativas totais.

Portanto a S em (4.1.11) pode ser escrita como:

S =


σ11E

(
xi1x

′
i1

)
. . . σ1M

(
Exi1x

′
iM

)
... ...

σM1E
(
xiMx

′
i1

)
. . . σMM

(
ExiMx

′
iM

)
 (60)
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Como pela Hipótese 4.5 S é finita, esta decomposição implica

que E(ximx
′
ih) existe e é finito para todo m, h(= 1,2, ...,M).



FIVE: Full-Information Instrumental Variables Efficient

Um estimador de S explorando a estrutura do quarto momento

mostrado em (60)

Ŝ =


σ̂11

(
1
n

∑n
i=1xi1x

′
i1

)
. . . σ̂1M

(
1
n

∑n
i=1xi1x

′
iM

)
... ...

σ̂M1

(
1
n

∑n
i=1xiMx

′
i1

)
. . . σ̂MM

(
1
n

∑n
i=1xiMx

′
iM

)
 (61)

Neste caso, para algum estimador consistente δ̂m de δ,

σ̂mh ≡
1

n

n∑
i=1

ε̂imε̂ih, com ε̂ih ≡ yim − z′δ̂m (62)
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FIVE: Full-Information Instrumental Variables Efficient

Estimador FIVE δ̂FIV E ≡ δ̂(Ŝ−1), com Ŝ−1 dada por (61).

Proposição 4.4 (propriedades de amostras grandes para FIVE):

Suponha que as Hipóteses 4.1-4.5 e 4.7 valem. Suponha

também que E(zimz
′
ih) existe para todo m e h. Faça S e Ŝ

como definido em (60) e (61), respectivamente. Então:

• Ŝ →p S;

• δ̂FIV E ≡ δ̂(Ŝ−1) é consistente, assintoticamente normal e

eficiente com Avar(δ̂FIV E) dado por (37) (ver GMM cap.

3);
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• A variância assintótica estimada dada por (38) é consis-

tente para Avar(δ̂FIV E);

• Estat́ıstica Sargan dada por

J(δ̂FIV E, Ŝ
−1) = n.gn(δ̂FIV E)′Ŝ−1gn(δ̂FIV E)→d χ

2(Km−Lm).

(63)

tal que gn(·) é dada por (58).



3SLS

Quando os instrumentos do modelo FIVE são os mesmos entre

equações então temos o estimador 3SLS: δ̂3SLS ≡ δ̂(Ŝ−1).

Defina:

εi
(M×1)

=

 εi1
...

εiM



A matriz dos momentos cruzados de εi é:

Σ
(M×M)

= E(εiε
′
i) =

 σ11 . . . σ1M
... ...

σM1 . . . σMM

 (64)
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Para estimar Σ precisamos de um estimador inicial consisntente

de δm para calcular ε̂im. Um estimador 2SLS é usado para cal-

cular esta estimativa inicial. Dados estes reśıduos um estimador

natural de

Σ̂ =
1

n

n∑
i=1

ε̂iε̂
′
i (65)

Se xi = xi1 = xi2 = ... é o conjunto comum de instrumentos

(dimensão K), então gi dado por (52), S por (60) e Ŝ por (61)

pode ser escrito como:

gi
(MK×1)

= εi ⊗ xi (66)

S
(MK×MK)

= Σ
(M×M)

⊗ E(xix
′
i)

(K×K)
(67)



com

S−1 = Σ−1 ⊗ [E(xix
′
i)]−1

Ŝ = Σ̂⊗

1

n

n∑
i=1

xix
′
i

 (68)

então

Ŝ−1 = Σ̂−1 ⊗

1

n

n∑
i=1

xix
′
i

−1

(Σ e E(xix
′
i) não são singulares.) A matriz e pesos é:

Ŵmh = σ̂mh

1

n

n∑
i=1

xix
′
i

−1

(69)

aqui σ̂mh é o elemento (m,h) de Σ̂−1. Substitua Ŵ na equação



δ̂(Ŵ ) (4.2.6):

δ̂3SLS =

 σ̂11Â11 . . . σ̂1MÂ1M
... ...

σ̂M1ÂM1 . . . σ̂MMÂMM


−1  σ̂11ĉ11 . . . σ̂1M ĉ1M

... ...
σ̂M1ĉM1 . . . σ̂MM ĉMM


(70)

tal que

Âmh =

1

n

n∑
i=1

zimx
′
i

1

n

n∑
i=1

xix
′
i

−11

n

n∑
i=1

xiz
′
ih

 (71)

ĉmh =

1

n

n∑
i=1

zimx
′
i

1

n

n∑
i=1

xix
′
i

−11

n

n∑
i=1

xiyih

 (72)



A expressão para a variância é:

Avar(δ̂3SLS) =

 σ11A11 . . . σ1MA1M
... ...

σM1AM1 . . . σMMAMM


−1

(73)

para Âmh = E
(
zimx

′
i

)
E
(
xix
′
i

)−1
E
(
xiz
′
ih

)
A matriz da variância

é consistentemente estimada por:

̂Avar(δ̂3SLS) =

 σ̂11Â11 . . . σ̂1MÂ1M
... ...

σ̂M1ÂM1 . . . σ̂MMÂMM


−1

(74)

Proposição 4.5 (propriedades de amostras grandes para 3SLS):

Suponha que as Hipóteses 4.1-4.5 e 4.7 valem e que os ins-

trumentos são comuns: xim = xi. Suponha também que



E(zimz
′
ih) existe para todo m e h. Faça Σ̂ ser a matriz de

momentos cruzados do termo de erro calculada por (65)
usando os reśıduos de 2SLS. Então:

• δ̂3SLS dado por (70) é consistente, assintoticamente nor-
mal e eficiente com Avar(δ̂3SLS) dada por (73);

• A variância assintótica estimada dada por (74) é consis-
tente para Avar(δ̂3SLS);

• Estat́ıstica Sargan dada por

J(δ̂3SLS, Ŝ
−1) = n.gn(δ̂3SLS)′Ŝ−1gn(δ̂3SLS)→d χ

2(MK−Lm).
(75)

tal que gn(·) é dada por (58), K é o número de instru-
mentos comuns e Ŝ = Σ̂⊗

(
1
n

∑n
i=1xix

′
i

)
.



SUR – Seemingly Unrelated Regression

3SLS pode ser simplificado se

xi = união de (zi1, ..., ziM) (76)

Isto é equivalente a condição

E(zimεih) = 0 (77)

Isto significa que os regressores predeterminados satisfazem as
ortogonalidades cruzadas. Aqui eles não são apenas determina-
dos em cada equação, E(zimεim) = 0, mas também predetermi-
nados entre equações, E(zimεih) = 0, para h 6= m. Esta forma
simplificada é chamada de estimativa SUR, δ̂SUR.

Como SUR é um caso especial do 3SLS as fórmulas que se
aplicam para ambos os casos. A implicação do estimador SUR
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é que nas expressões para Âmh, ĉmh e Amh o xi desaparece.

Âmh =
1

n

n∑
i=1

zimz
′
ih (78)

ĉmh =
1

n

n∑
i=1

zimyih (79)

Âmh = E(zimz
′
ih) (80)

Proposição 4.6 (propriedades de amostras grandes para SUR):

Suponha que as Hipóteses 4.1-4.5 e 4.7 valem e que os ins-

trumentos são: xi = união de (zi1, ..., ziM). Faça Σ̂ ser a

matriz de momentos cruzados do termo de erro calculada

por (65) usando os reśıduos OLS. Então:



• δ̂SUR com Âmh dada por (78), ĉmh dado por (79) é consis-
tente, assintoticamente normal e eficiente com Avar(δ̂SUR)
dada por (73) com Âmh dado por (80).

• A variância assintótica estimada dada por (74), Âmh dada
por (78), é consistente para Avar(δ̂SUR);

• Estat́ıstica Sargan dada por

J(δ̂SUR, Ŝ
−1) = n.gn(δ̂SUR)′Ŝ−1gn(δ̂SUR)→d χ

2(MK−
∑
m
Lm).

(81)
tal que gn(·) é dada por (58), K é o número de instru-
mentos comuns e Ŝ = Σ̂⊗

(
1
n

∑n
i=1xix

′
i

)
.

Eficiência do SUR: exemplo modelo de regressão multivariada
com restrições de exclusão – SUR mais eficiente do que OLS



equação por equação. Suponha o sistema:

LWi = φ1 + β1Si + γ1IQi + π1EXPRi + εi1

KWWi = φ2 + β2Si + γ2IQi + π2EXPRi + εi2

O conjunto de instrumentos comuns é (1, Si, IQi, EXPRi). Este

sistema é um modelo de regressão multivariada com o mesmo

conjunto de regressores. Mas se π2 é a priori restrito para ser 0,

significando que EXPRi é excluida da segunda equação, então

o modelo se torna o SUR. O SUR é mais eficiente do que o

modelo multivariado pois explora a restrição de exclusão.



Coeficiente Comum

Panel data: caso particular do modelo GMM de múltiplas equações

impondo restrição de regressores comuns.

O sistema agora pode ser escrito como:

Hip. 4.1 (linearidade): Existem M equações lineares:

yim = z′imδ + εim (i = 1,2, ...)(m = 1, ...,M).

z é o vetor de regressores, δ é o vetor dos coeficientes (L×1)

comum a todas as equações. O modelo não faz hipóteses

sobre a correlação entre os erros das equações. Além disso,

não há restrições sobre os coeficientes de equações diferen-

tes.
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Apenas é necessário modificar a Hipótese 4.4 (identificação). A

versão de g(·) é a seguinte:

g(wi; δ̃) ≡

 xi1.(yi1 − z′i1δ̃)
...

xiM .(yiM − z′iM δ̃)

 (82)

neste caso temos

E[g(wi; δ̃)] =

 E(xi1.yi1)
...

E(xiM .yiM)

−
 E(xi1.z

′
i1)δ̃)

...
E(xiM .z

′
iM)δ̃)

 (83)

E[g(wi; δ̃)] = σxy
(
∑M
m=1Km×1)

− Σxz
(
∑M
m=1Km×L)

δ̃
(L×1)

A implicação de coeficientes comuns significa que a matriz Σxz
é agora empilhada, não uma matriz bloco diagonal.



A condição para identificação é:

Hipótese 4.4’ (condição de posto): A matriz Σxz
(
∑M
m=1Km×L)

de-

finida em (83) é posto completo.

Essa condição é mais fraca do que a Hipótese 4.4, que re-

quer que cada equação do sistema seja identificada. Portanto,

uma condição suficiente para identificação é que E(xim.z
′
im) seja

posto completo para algum m. É posśıvel que o sistema seja

identificado mesmo se nenhuma das equações seja identificada

individualmente.



GMM – Coeficiente Comum

O estimador GMM é:

δ̂(Ŵ ) =

=

 M∑
m=1

M∑
h=1


1

n

n∑
i=1

zim.x
′
im

 Ŵmh

1

n

n∑
i=1

xih.z
′
ih


−1

 M∑
m=1

M∑
h=1


1

n

n∑
i=1

zim.x
′
im

 Ŵmh

1

n

n∑
i=1

xih.yih


 (84)

O estimador eficiente é obtido com Ŵ sendo substituido pela

inversa de Ŝ.
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Impondo Homocedasticidade Condicional

Como antes se pode impor homocedasticidade condicional. O

estimador FIVE é obtido se é aplicada a correspondente matriz

Ŝ.

Assumindo que os conjuntos de instrumentos são os mesmos

entre as equações, então, se tem a estimativa de Ŝ:

Ŝ = Σ̂⊗

1

n

n∑
i=1

xix
′
i

 (85)

data a estimativa de Ŵmh se chega no estimador 3SLS com
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coeficientes comuns:

δ̂3SLS =

=

 M∑
m=1

M∑
h=1

σ̂mh
1

n

n∑
i=1

zim.x
′
i

1

n

n∑
i=1

xi.x
′
i

−11

n

n∑
i=1

xi.z
′
ih




−1

 M∑
m=1

M∑
h=1

σ̂mh
1

n

n∑
i=1

zim.x
′
i

1

n

n∑
i=1

xi.x
′
i

−11

n

n∑
i=1

xi.yih





(86)

tal que σ̂mh é o elemento (m,h) de Σ̂−1.



Estimador de Efeitos Aleatórios

Assumindo as condições do estimador SUR, “desaparecimento

de x,”o estimador GMM passa a ser o estimador de efeitos-

aleatórios:

δ̂RE =

 M∑
m=1

M∑
h=1

σ̂mh

1

n

n∑
i=1

zim.z
′
ih

−1

 M∑
m=1

M∑
h=1

1

n

n∑
i=1

zim.yih

 (87)

A variância assintótica é

Avar(δ̂RE) =

 M∑
m=1

M∑
h=1

σmhE
(
zim.z

′
ih

)−1

(88)
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̂Avar(δ̂RE) =

 M∑
m=1

M∑
h=1

σ̂mh

1

n

n∑
i=1

zim.z
′
ih

−1

(89)



Estimador de Efeitos Aleatórios

Proposição 4.7 (propriedades de amostras grandes para RE):

Suponha que as Hipóteses 4.1’, 4.2, 4.3, 4.4’, 4.5 e 4.7 va-

lem e que os instrumentos são: xi = união de (zi1, ..., ziM).

Faça Σ̂ ser a matriz de momentos cruzados do termo de

erro calculada por (65) usando os reśıduos OLS e Σ̂ uma

estimativa consistente de Σ. Então:

• δ̂RE é consistente, assintoticamente normal e eficiente

com Avar(δ̂RE) dada por (88).

• A variância assintótica estimada dada por (89) é consis-

tente para Avar(δ̂RE);
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• Estat́ıstica Sargan dada por

J(δ̂RE, Ŝ
−1) = n.gn(δ̂RE)′Ŝ−1gn(δ̂RE)→d χ

2(MK − L).

(90)

tal que gn(·) é dada por (58), K é o número de instru-

mentos comuns e Ŝ = Σ̂⊗
(

1
n

∑n
i=1xix

′
i

)
.



Pooled OLS

Para o modelo SUR foi estimado Σ̂ a partir dos reśıduos OLS

(equação por equação). Vamos assumir que os coeficientes a

serem estimados são os mesmos para todas as equações na es-

timação de Σ̂. Então considere determinar Ŵ como

IM ⊗

1

n

n∑
i=1

xix
′
i

−1

(91)

ao invés de

Σ̂−1 ⊗

1

n

n∑
i=1

xix
′
i

−1

(92)

no primeiro estágio da estimativa GMM para obter a estimativa

consistente inicial de δ. Este estimador é o RE (87) com σ̂mh = 1
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para m = h e 0 para m 6= h, que pode ser escrito como:

δ̂POLS =

 M∑
m=1

1

n

n∑
i=1

zim.z
′
im

−1  M∑
m=1

1

n

n∑
i=1

zim.yim


=

 n∑
i=1

M∑
m=1

zim.z
′
im

−1 n∑
i=1

M∑
m=1

zim.yim

 (93)

Este é o modelo OLS com amostra de tamanho nM onde as
observações são empinhadas nas equações. Por esta razão o
estimador é chamado de Pooled OLS.

A variância assintótica para o POLS é

Avar(δ̂POLS) =

 M∑
m=1

E(zim.z
′
im)

−1 M∑
m=1

M∑
h=1

σmhE(zim.z
′
ih)

 M∑
m=1

E(zim.z
′
im)

−1

(94)



̂Avar(δ̂POLS) =

 M∑
m=1

1

n

n∑
i=1

zim.z
′
im

−1 M∑
m=1

M∑
h=1

σ̂mh
1

n

n∑
i=1

zim.z
′
ih

 M∑
m=1

1

n

n∑
i=1

zim.z
′
im

−1

(95)

Como o estimador é consistente, então o reśıduo pode ser usado

para calcular σ̂mh nesta expressão. Os erros-padrão corretos do

Pooled OLS são a raiz quadrada de (1/n×) os elementos da

diagonal desta matriz.



Flexibilidade definições

Um modelo completo de duas equações se encaixa na Definição

4.1’. Suponha o exemplo 4.1 e defina as matrizes da seguinte

forma:

zi1 =



1
Si
IQi

EXPRi
0
0
0


, zi1 =



0
0
0
0
1
Si

EXPRi


, zi1 =



φ1
β1
γ1
π
φ2
β2
γ2



Um sistema com apenas um subconjunto de variáveis comuns

também pode ser escrito na forma da Hipótese 4.1. Considere
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o Exemplo 4.2 assumindo que IQ e S são constantes no tempo.

Então:

zi1 =


1
0

S69i
IQi

EXPR69i

 , zi1 =


1
0

S80i
IQi

EXPR80i

 , zi1 =


φ1
φ2
β
γ
π



Assim a restrição de coeficientes comuns não é tão restritiva.



Modelo de Componentes de Erro (Cap.5)

Modelo de múltiplas equações com coeficientes comuns (Pro-

posição 4.7).

Considere um sistema de M equações lineares, amostras aleatórias

e as hipóteses “SUR”:

yi = Ziδ + εi (96)

{yi,Zi} são i.i.d. (97)

E(zimεih) = 0 (98)

neste caso E(εi ⊗ xi) = 0 tal que x é a união de todos os z.

Identificação: E(Zi ⊗ xi) é posto completo.
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Homocedasticidade condicional:

E(εiε
′
i | xi) = E(εiε

′
i) = Σ (99)

E(gig
′
i) é não singular, com gi = εi ⊗ xi (100)

Como notado na seção 4.5, E(gig
′
i) = Σ⊗ E(xix

′
i) sob homoce-

dasticidade condicional, (5.1.6) é equivalente a condição

Σ e E(xix
′
i) são não singulares. (101)

Componente de Erros: Se assume que o termo de erro possa

ser decomposto como:

εim = αi + ηim (102)

O termo αi é chamado de efeito individual, heterogeneidade in-

dividual, ou o efeito fixo.



Defina o modelo em forma matricial:

yi = Ziδ + 1M .αi + ηi (103)



tal que:  yi1
...

yiM

 =

 zi1δ
...

ziMδ

+

 αi...
αi

+

 ηi1
...
ηiM

 (104)

A condições de ortogonalidade (98) são satisfeitas se os regres-
sores do sistema são ortogonais a ambos componentes de erro,
isto é, se

E(zimαi) = 0 (105)

e

E(zimηi) = 0 (106)

Todavia em muitas aplicações não é uma hipótese razoável. Isto
ocorre porque o efeito fixo representa algumas caracteŕısticas
permanentes da unidade economica individual. Ver exemplo.



Modelo de Componentes de Erro

Função de produção com heterogeneidade Continuação exem-

plo da sec. 3.2.

Usando o exemplo da função de produção log-linear, suponha

que a eficiência da firma, ui, permaneça constante ao longo do

tempo. Então a equação para o ano m é:

log(Qim) = φ0 + φ1log(Lim) + ui + υim

onde Qim é a produção da firma i no tempo m, Lim é o fator

trabalho e υim é o choque tecnológico. Esta equação pode ser

escirta na forma matricial (vetorial) fazendo:

yim = log(Qim); zim = (1, log(Lim))′; δ = (φ0, φ1)′;
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αi = ui; ηim = υim

Além disso,

xi = (1, log(Lim), ..., log(LiM))′

sob concorrência perfeita, o efeito fixo ui deveria ser positiva-

mente correlacionado com o insumo trabalho porque firmas efi-

cientes, dado que ui é maior do que a média, deveriam contratar

mais trabalho para expandir suas atividades. Se υim representa

choques não esperados pela firma quando ela escolhe insumos,

é razoável supor que υim não é relacionado com os regressores.



Modelo de Componentes de Erro

equação salarial Continuação exemplo 4.2.

Suponha o exemplo sem experiência (EXPR), mas com m =

1969,1980,1982. Suponha coeficientes para escolaridade S e

IQ constantes ao longo do tempo, mas o intercepto pode variar.

Com a decomposição do termo de erro o sistema é

LW69i = φ1 + βS69i + γIQi + αi + ηi1

LW80i = φ1 + βS80i + γIQi + αi + ηi1

LW82i = φ1 + βS82i + γIQi + αi + ηi1
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Escrevendo usando a definição de coeficientes comuns:

Zi =

 z′i1z′i2
z′i3

 =

 1 0 0 S69i IQi
0 1 0 S80i IQi
0 0 1 S82i IQi

 , δ′ = (φ1, φ2, φ3, β, γ)

(107)

xi = (1, S69i, S80i, S82i, IQi)
′

O termo de erro inclui os determinantes que não estão na equação

salarial. Pode ser razoável assumir que eles são dividos en-

tre o que é permanente para o indiv́ıduo (afetando escolha de

educação, por exemplo) e o que não é relacionado com determi-

nantes do salário (erro de medida do salário, por exemplo).



Média de Grupos

Método de efeitos fixos resolve o problema de (105). O esti-

mador é aplicado a um sistema de M-equações transformada do

sistema original (103). A matriz usada é a aniquiladora associada

com 1M :

Q
(M×M)

= IM − 1M(1′M1M)−11′M (108)

= IM −
1

M
1′M1M

= IM −


1
M . . . 1

M... ...
1
M . . . 1

M
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O que essa matriz faz é extrair desvios da média dos grupos. Por

exemplo, multimplicando pela esquerda o vetor yi de dimensão

M por Q, temos:

ỹi = Qyi =

 yi1 − ȳi
...

yim − ȳM

 = yi − 1M ȳi (109)

tal que a média do grupo da variável dependente é:

ȳi =
1

M
1′Myi =

1

M

M∑
m=1

yim

Essa transformação é similar para os regressores: QZi é o vetor

de desvios de Zi.



Uma Reparemetrização

A robustez em relação a (105) possui um preço: alguns parâmetros
do modelo podem não se identificados após a transformação por
Q. Dois exemplos sobre o tema:

1. O caso óbvio é o coeficiente comum para todas as equações.
Por exemplo, IQ é um coeficiente comum em todas as equações
no exemplo 5.2. Então a coluna de Zi correspondente a IQ é
1M .IQi e a quinta coluna de QZi é de zeros. Consequentemente
o coeficiente de IQ, γ, não pode ser identificado após as trans-
formações. Para separar os coeficientes comuns dos demais faça
bi ser o vetor de regressores comuns e escreva a matriz M × L
de regressores Zi como:

Zi = (F ...1Mb
′
i) (110)
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o vetor de coeficientes pode ser particionado como:

δ =

[
β
γ

]
(111)

O vetor de coeficientes γ não pode ser identificado após a trans-

formação.

2. Também pode ser o caso, em adição a γ, que algum coefici-

ente de β seja não identificado após a reparametrização.

A condição geral de identificação da estimação FE é que Fi e bi
são definidos tal que

E(QFi ⊗ xi)é (coluna) posto completo (112)

tal que xi é a união de (zi1, ..., ziM). Por que esta é uma condição

de identificação? Porque o estimador de efeitos fixos é uma



especialização do RE aplicado a regressão transformada de Qy

em QF . (Esta condição é apenas uma adptação da anterior.)

Com Zi divido entre Fi e bi, o sistema (103) pode ser rescrito

como:

yi = Fiβ + 1Mbiγ + 1Mαi + ηi, ou (113)

yim = f ′imβ + biγ + αi + ηi (114)

tal que f ′im é a linha m de Fi. Os estimadores RE e FE são bem

definidos para o mesmo modelo.



Estimador de Efeitos Fixos

Estimador de efeitos fixos definido como o sistema transformado
(dado que QIM = 0):

Qyi = QFiβ +Qηi (115)

ou

ỹi = F̃iβ + η̃i (116)

tal que:

ỹi
(M×1)

= Qyi; F̃i
(M×#β)

= QFi; η̃i
M×1

= Qηi

Forme uma amostra “pooled”das transformadas ỹi e F̃i como

ỹ
(nM×1)

=

 ỹ1
...
ỹn

 , F̃
(nM×#β)

=

 F̃1
...
F̃n

 . (117)
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O estimador de efeitos fixos de β, representado por β̂FE, é o esti-

mador “Pooled OLS,” i.e., o estimador OLS aplicado a amostra



“pooled” (ỹ, F̃ ) de tamanho nM . Assim,

β̂FE = (F̃ ′i F̃i)
−1F̃ ′i ỹi

= (
1

n

n∑
i=1

F̃ ′i F̃i)
−11

n

n∑
i=1

F̃ ′i ỹi

=

(
1

n

n∑
i=1

(QFi)
′(QFi)

−1
1

n

n∑
i=1

(QFi)
′(Qyi)

=

1

n

n∑
i=1

(F ′iQQFi

−1
1

n

n∑
i=1

F ′iQQyi

=

1

n

n∑
i=1

(F ′iQQFi

−1
1

n

n∑
i=1

F ′iQQyi (uma vez que Q é simétrica e idempotente)

(118)



Substituindo (116) em (118) se pode obter o sampling error:

β̂FE − β = (F̃ ′i F̃i)
−1F̃ ′i η̃i

=

1

n

n∑
i=1

(F ′iQQFi

−1
1

n

n∑
i=1

F ′iQQηi (119)

Como o estimador de efeitos fixos é desvio da médio de grupos,
ele também é conhecido como within estimator ou estimador
covariância. Outra aplicação comum é o LSDV (Least Square
Dummy Variable): estimar o modelo em ńıvel por OLS adicio-
nando dummies de grupo (i).

Proposição 5.1 (propriedades de amostras grandes para FE):
Suponha as Hipóteses do modelo de componentes de erro,
mas relaxe as hipóteses SUR requerendo apenas que

E(f ′imηih) = 0



onde f ′im é a linha m de Fi. Defina F̃i, ỹi e η̃i por (116).
Então

• O estimador de efeitos fixos (118) é consistente e assin-
toticamente normal com

Avar(β̂FE) = [E(F̃ ′i F̃i)]−1E[F̃ ′iE(η̃iη̃
′
i)F̃i][E(F̃ ′i F̃i)]−1

• A variância assintótica é consistentemente estimada dada
por

̂Avar(β̂FE) = [
1

n

∑
F̃ ′i F̃i]

−1[
1

n

∑
F̃ ′i Ṽ F̃i][

1

n

∑
F̃ ′i F̃i]

−1

aqui Ṽ é a matriz dos momentos cruzados dos reśıduos
transformados associados com o estimador FE:

Ṽ
(M×M)

=
1

n

∑
(ỹi − F̃iβ̂FE)(ỹi − F̃iβ̂FE)′ (120)



Função de Custo Translog (sec. 4.7)

Função de custo translog é uma generalização da função de

custo Cobb-Douglas. Uma boa caracteŕıstica da translog é que

as equações de demanda otimizada por insumo se forem trans-

formadas em participação no custo total são lineares no (log)

do produto e preço dos fatores. Os coeficientes inerentes a este

sistema são um subconjunto de parâmetros da função custo que

descrevem a tecnologia.

Será assumida a hipótese de homocedasticidade condicional. As-

sumir também que os regressores no sistema são predetermina-

dos. Como foi argumentado no cap. 1, esta é uma hipótese que

pode considerada razoável para o setor de geração de energial

elétrica antes da desregulamentação.
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Função de Custo Translog (sec. 4.7)

A função custo translog: assumindo termos quadráticos e cru-
zados no log de todos os argumentos, a função custo log-linear
com três insumos pode ser escrita como:

log(C) = α0 +
3∑

j=1

αj log(pj) +
1

2

3∑
j=1

3∑
k=1

γjk log(pj) log(pk)

+ αQ log(Q) +
1

2
γQQ(log(Q))2 +

3∑
j=1

γjQ log(pj) log(Q) (121)

Nessa expressão o termo 1
2
∑3
j=1

∑3
k=1 γjk log(pj) log(pk) é uma

forma representando o efeito de segunda ordem dos preços dos
fatores. Se pode assumir que a matriz 3 × 3 de forma qua-
dradática coeficientes é simétrica:

γjk = γkj, (j, k = 1,2,3) (122)
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O grau de retorno de escala pode ser calculado como:

1

∂ log(C)/∂ log(Q)
=

1

αQ + γQQ log(Q) +
∑3
j=1 γjQ log(pj)

(123)



Participação dos Fatores

A conexão entre os parâmetros da função custo e a demanda dos

fatores é dado pelo Lemma de Shepard. Faça xj ser a demanda

minimizadora de custos para o insumo j dado o preço dos fatores

(p1, p2, p3) e produto Q. Então
∑3
j=1 pjxj = C. O lema afirma

que

∂C

∂pj
= xj (124)

Notando que:

∂ log(C)

∂ log(pj)
=
pj

C

∂C

∂pj
(125)

o lema também afirma que o log das derivas parciais da função
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custo é igual a participação dos fatores:

∂ log(C)

∂ log(pj)
=
pjxj

C
(126)

Para o caso da função de custo translog a derivada parcial é:

∂ log(C)

∂ log(pj)
= αj +

3∑
j=1

γjk log(pk) + γjQ log(Q) (127)

Combinando (127) e (126) e definindo o “cost share” como
sj = pjxj/C, temos o seguinte sistema de “cost share”:

sj = αj +
3∑

k=1

γjk log(pk) + γjQ log(Q) (128)

Restrições de semietria: o sistema sj é sujeito as retrições cru-
zadas entre equações: o coeficiente de log(pk) em sj é igual ao
coeficiente de log(pj) em sk



Elasticidades de Substituição

A elasticidade de substituição entre insumos j e k, representado

por ηjk é relacionado com a função custo C pela fórmula:

ηjk =
C.

∂2C
∂pj∂pk

∂C
∂pj
. ∂C∂pk

(129)

Para a função de custo translog temos:

ηjk =


γjk+sjsk
sjsk

para j 6= k

γjj+s2
j−sj

s2
j

para j = k
(130)
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Propriedades da Função Custo

Homogeneidade: 
α1 + α2 + α3 = 1
γ11 + γ12 + γ13 = 0
γ21 + γ22 + γ23 = 0
γ31 + γ32 + γ33 = 0
γ1Q + γ2Q + γ3Q = 0


Monotonicidade: Participações (shares) não podem ser nega-
tivas. O lado direito das equações de shares não podem ser
negativos para quaisquer combinações de preços de fator e pro-
duto.

Concavidade: esta condição requer que a matriz de elasticidade
de substituição seja dada por (130) seja negativa semidefinda
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para qualquer combinação de sj. É posśıvel mostrar que uma

condição necessária e suficiente é que a matriz γjk seja negativa

semidefinida. Os elementos da diagonal principal não podem ser

positivos.

Especificação estocástica: adicionar termos de erro nas equações

de share. Entretanto, justicativas diversas não suficientes para

adicionar erros estocásticos nas equações de participação. Esti-

mativa apenas das equações de shares.



A natureza das restrições

Com a adições dos erros, o sistema é escrito como:

s1 = α1+γ11 log(p1)+γ12 log(p2)+γ13 log(p3)+γ1Q log(Q)+ε1

s2 = α2 +γ21 log(p1) +γ22 log(p2) +γ23 log(p3) +γ2Q log(Q) + ε2

s1 = α3 +γ31 log(p1) +γ32 log(p2) +γ33 log(p3) +γ1Q log(Q) + ε3

(131)

O sistema possui 15 coeficientes. As restrições cruzadas e as de

homogeneidade formam um conjunto de 8 restrições. Isso signi-
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fica que os 15 parâmetros podem ser descritos por 7 parâmetros.
α1 + α2 + α3 = 1
γ11 + γ12 + γ13 = 0
γ21 + γ22 + γ23 = 0
γ31 + γ32 + γ33 = 0
γ1Q + γ2Q + γ3Q = 0


Homogeneidade:  γ11 + γ12 + γ13 = 0

γ21 + γ22 + γ23 = 0
γ31 + γ32 + γ33 = 0


Simetria:  γ12 = γ21

γ13 = γ31
γ23 = γ32





Impor a restrição de homogeneidade é direta, eliminando os

parâmetros γ.3:

s1 = α1 + γ11 log(p1/p3) + γ12 log(p2/p3) + γ1Q log(Q) + ε1

s2 = α2 + γ21 log(p1/p3) + γ22 log(p2/p3) + γ2Q log(Q) + ε2

s3 = α3 + γ31 log(p1/p3) + γ32 log(p2/p3) + γ1Q log(Q) + ε3

(132)

Os shares soman 1 para todas as unidades. A soma dos ter-

mos de erro é sempre zero, logo a matriz de covariância é

Σ = Var(ε1, ε2, ε3) é singular. Solução: se a terceira equação



for eliminada para incorporar restrições de soma temos:

s1 = α1 + γ11 log(p1/p3) + γ12 log(p2/p3) + γ1Q log(Q) + ε1

s2 = α2 + γ21 log(p1/p3) + γ22 log(p2/p3) + γ2Q log(Q) + ε2

(133)

Como os regressores são predeterminados o sistema com regres-

sores comuns pode ser estimado por regressão multivariada s.a.

restrição de simetria entre equações.

Esta estimação com restrição pode ser transformada em um

estimação irrestrita. I.e., o sistema pode ser escrito no formato

de coeficientes comuns.

yi =

[
s1
s2

]



Zi =

[
1 0 log(p1/p3) log(p2/p3) 0 log(Q) 0
0 1 0 log(p1/p3) log(p2/p3) 0 log(Q)

]

δ′ = [α1, α2, γ11, γ12, γ22, γ1Q, γ2Q] (134)

Os demais parâmetros podem ser calculados como reśıduo. Por

exemplo,

γ̂33 = γ̂11 + 2γ̂12 + γ̂22



Translog

Σ̂∗ calculado com OLS equação por equação. Estimativa do

modelo por RE.
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